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STRUCTURES DE MONGE-AMPE`RE SYMPLECTIQUES NON
DE´GE´NE´RE´ES EN DIMENSION 6
BERTRAND BANOS
Re´sume´. We define a non-degenerated Monge-Ampe`re structure on a 6-manifold
associated with a Monge-Ampe`re equation as a couple (Ω, ω), such that Ω is a
symplectic form and ω is a 3-differential form which satisfies ω∧Ω = 0 and which
is non-degenerated in the sense of Hitchin. We associate with such a couple an
almost (pseudo) Calabi-Yau structure and we study its integrability from the
point of view of Monge-Ampe`re operators theory. The result we prove appears
as an analogue of Lychagin and Roubtsov theorem on integrability of the almost
complex or almost product structure associated with an elliptic or hyperbolic
Monge-Ampe`re equation in the dimension 4. We study from this point of view
the example of the Stenzel metric on T ∗S3.
1. Introduction
Une e´quation de Monge-Ampe`re est une e´quation diffe´rentielle du second ordre
non line´aire, dont la non-line´arite´ est tre`s spe´cifique : c’est celle du de´terminant. Par
exemple en deux variables, une e´quation de Monge-Ampe`re s’e´crit
A
∂2f
∂q21
+ 2B
∂2f
∂q1∂q2
+ C
∂2f
∂q22
+D(
∂2f
∂q21
∂2f
∂q22
− ( ∂
2f
∂q1∂q2
)2) + E = 0,(1)
ou`A,B,C,D et E sont des fonctions lisses sur l’espace des jets J1R2, i.e. sont fonctions
de (q, f(q), ∂f∂q ). LorsqueA,B,C,D et E sont fonctions uniquement de (q,
∂f
∂q ) (i.e. sont
des fonctions sur l’espace cotangent T ∗R2), on parle d’e´quation de Monge-Ampe`re
symplectique.
La the´orie ge´ome´trique des ope´rateurs de Monge-Ampe`re developpe´e dans les
anne´es 70 par Lychagin ([L]), associe aux e´quations de Monge-Ampe`re symplectiques
sur une varie´te´ Mn de dimension n un couple de formes diffe´rentielles (Ω, ω) sur le
fibre´ cotangent T ∗M , Ω e´tant la forme symplectique sur T ∗M et ω ∈ Ωn(T ∗M) e´tant
effective i.e. ω ∧Ω = 0. Plus pre´cise´ment, l’e´quation de Monge-Ampe`re associe´e a` un
tel couple (Ω, ω) est l’e´quation diffe´rentielle
(df)∗(ω) = 0,(2)
ou` df :M → T ∗M est la section naturelle associe´e a` une fonction lisse f surM . Ainsi,
par exemple, a` l’e´quation (1) est associe´e la forme symplectique canonique sur T ∗R2
Ω = dq1 ∧ dp1 + dq2 ∧ dp2,
et la forme diffe´rentielle
ω = Adp1 ∧ dq2 +B(dq1 ∧ dp1 − dq2 ∧ dp2) + Cdq1 ∧ dp2
+Ddp1 ∧ dp2 + Edq1 ∧ dq2.
Une solution ge´ne´ralise´e de l’e´quation de Monge-Ampe`re (2) est une sous varie´te´
lagrangienne de (T ∗M,Ω) sur laquelle s’annule notre forme ω. Remarquons que si
une solution ge´ne´ralise´e se projette diffe´omorphiquement sur la base M alors cette
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solution est localement le graphe d’une section df : M → T ∗M avec f solution
explicite de (2).
Ge´ne´ralisant cette notion, nous appelons structure de Monge-Ampe`re (symplec-
tique) sur une varie´te´ X2n de dimension 2n la donne´e d’un couple (Ω, ω), Ω e´tant une
forme symplectique sur X et ω ∈ Ωn(X) e´tant une forme diffe´rentielle effective sur
(X,Ω). En dimension n = 2, lorsque la 2-forme ω est non de´ge´ne´re´e (i.e. le pfaffien
pf(ω) = ω∧ωΩ∧Ω est non nul), le couple (Ω, ω) de´finit une section Aω : X → TX ⊗ T ∗X
qui est soit une structure presque complexe (A2ω = −Id) lorsque pf(ω) > 0, soit une
structure presque produit (A2ω = Id) lorsque pf(ω) < 0 :
ω√
|pf(ω)| = Ω(Aω ., .).
Lychagin et Roubtsov ([LR1]) ont montre´ la
PROPOSITION 1.1. La structure presque complexe ou presque produit Aω est
inte´grable si et seulement si
d(
ω√
|pf(ω)| ) = 0.
Dans le langage des e´quations diffe´rentielles, c’est a` dire du point de vue local, ce
re´sultat s’e´nonce
PROPOSITION 1.2. Une e´quation de Monge-Ampe`re ∆ω = 0 sur R
2 associe´e a`
une forme effective non de´ge´ne´re´e ω peut eˆtre ramene´e par un changement de variable
symplectique a` l’une des deux e´quations{
∆f = 0 (pf(ω) > 0)
f = 0 (pf(ω) < 0)
si et seulement si
d(
ω√
|pf(ω)| ) = 0.
Pour classifier les e´quations de Monge-Ampe`re a` coefficients constants en dimen-
sion 3, Lychagin et Roubtsov ont introduit un invariant quadratique qω associe´ a`
chaque 3-forme effective ω ([LR3]). Hitchin, en e´tudiant les structures de Calabi-
Yau en dimension complexe 3, a de´fini un invariant line´aire Kω ([Hi]) pour toutes
les 3-formes. Nous montrons ici que ces deux invariants co¨ıncident lorsque l’on se
restreint aux formes effectives. (Proposition 3.8). Cette remarque nous permet de
concilier les travaux de Lychagin, Roubtsov et Hitchin pour de´montrer des re´sultats
analogues a` 1.1 et 1.2 en dimension 3. Pre´cisons ici quelques notations. Nous sup-
posons que notre 3-forme effective ω est non de´ge´ne´re´e au sens de Hitchin. Hitchin
a de´fini un invariant scalaire λ(ω) que nous appelerons pfaffien de Hitchin et qui est
alors non nul. Il a de plus montre´ que ω s’e´crit comme la somme de deux formes
complexes de´composables, uniquement de´termine´es a` ordre pre`s : ω = α + β, et
que cette de´composition permet d’associer une forme duale ωˆ a` ω. Nous associons
au couple (Ω, ω) ∈ Ω2(X6) × Ω3(X6) une structure ge´ome´trique que nous appelons
structure presque (pseudo) Calabi-Yau. Cette structure est essentiellement la donne´e
d’une me´trique qω (e´ventuellement inde´finie), d’une structure presque complexe ou
presque produit Kω compatible avec qω et Ω et de deux formes diffe´rentielles de degre´
3 de´composables dont les distributions associe´es sont les distributions des vecteurs
propres de Kω. Nous e´tendons les re´sultats de [Hi] pour montrer l’analogue de 1.1 :
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PROPOSITION 1.3. La structure presque (pseudo) Calabi-Yau (qω ,Kω,Ω, α, β)
est “inte´grable” si et seulement si

d( ω
4
√
|λ(ω)| ) = 0
d( ωˆ
4
√
|λ(ω)| ) = 0
Nous montrons alors la version locale de cette proposition :
THEOREME. 4.13 Une e´quation de Monge-Ampe`re symplectique en dimension 3
associe´e a` une structure de Monge-Ampe`re non de´ge´ne´re´e (Ω, ω) peut eˆtre ramene´e
par un changement de variables symplectique a` l’une des e´quations suivantes

hess(f) = γ, γ 6= 0
∆f − γ hess(f) = 0, γ 6= 0
f + γ hess(f) = 0, γ 6= 0
si et seulement si 

d( ω
4
√
|λ(ω)| ) = 0
d( ωˆ
4
√
|λ(ω)| ) = 0
qω est plate
La motivation de cette article est de ge´ne´raliser en dimension 3 la notion de “sous
varie´te´ spe´ciale lagrangienne”. Ces sous-varie´te´s ont e´te´ introduites dans les anne´es 80
par Harvey et Lawson dans leur ce´le`bre article [HL]. Initialement, ils recherchaient des
exemples de sous varie´te´s minimales. Rappelons qu’une p-calibration sur une varie´te´
riemannienne (Y, g) est une p-forme ferme´e φ ∈ Ωp(Y ) telle que en tout point y de Y
|φy(e1, . . . , ep)| ≤ 1,
pour toute famille orthonorme´e (e1, . . . , ep) de TyY . Une sous-varie´te´ oriente´e L de
Y de dimension p est dite φ-calibre´e si φy(θL,y) = 1 pour tout y ∈ L, ou` θL,y est
la forme volume sur TyL de´finie par la me´trique g et l’orientation choisie sur L. Les
sous-varie´te´s φ-calibre´es sont alors de volume minimal dans leur classe d’homologie. La
forme Re(α) est un exemple de calibration sur Cn avec α = dz1∧ . . .∧dzn et les sous-
varie´te´s spe´ciales lagrangiennes sont les sous varie´te´s Re(α)-calibre´es. Cette notion de
calibration spe´ciale lagrangienne se ge´ne´ralise sur les varie´te´s de Calabi-Yau, i.e. sur
les varie´te´s de Ka¨hler (Y, g, I,Ω) de dimension complexe n munies d’une forme volume
holomorphe α telle que α∧αΩn soit une fonction constante non nulle. Comme l’explique
M. Audin dans son cours Lagrangian submanifold ([A]), nous avons pu assister ces
dernie`res anne´es a` un net regain d’inte´reˆt pour ces sous varie´te´s calibre´es apre`s les
travaux de Strominger, Yau et Zaslow en “the´orie miroir” ([SYZ]) et notamment
leur construction d’une varie´te´ “miroir” d’une varie´te´ de Calabi-Yau de dimension
complexe 3 a` partir d’une fibration torique spe´ciale lagrangienne.
En 1990, Gromov (dans une discussion avec Roubtsov) avait note´ que les structures
de Monge-Ampe`re sont, en un certain sens, l’e´quivalent symplectique des calibrations :
les calibrations correspondent aux formes effectives et les sous varie´te´s calibre´es corre-
spondent aux sous varie´te´s lagrangiennes. Les sous-varie´te´s spe´ciales lagrangiennes se
trouvent a` l’intersection des deux approches. Harvey et Lawson ont en effet montre´,
que les sous-varie´te´s spe´ciales lagrangiennes de Cn sont, a` choix d’orientation pre`s,
les solutions ge´ne´ralise´es de l’e´quation diffe´rentielle associe´e a` la structure de Monge-
Ampe`re (Ω, ω) avec {
Ω = i2 (dz1 ∧ dz1 + . . .+ dzn ∧ dzn)
ω = Im(dz1 ∧ . . . ∧ dzn)
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Cette e´quation s’e´crit en dimension 3
∆f − hess(f) = 0.(3)
Nous voulons montrer ici comment l’on peut construire des structures ge´ome´triques,
analogues du point de vue symplectique aux structures de Calabi-Yau classiques, a`
partir d’e´quations diffe´rentielles semblables a` (3).
Dans une premie`re partie, nous rappelons l’approche ge´ome´trique de Lychagin
des e´quations de Monge-Ampe`re a` partir des formes diffe´rentielles effectives. Nous
illustrons cette approche sur un exemple issu du mode`le “semi-ge´ostrophique” : les
e´quations de Chynoweth-Sewell. Nous remarquons que ces e´quations sont symplec-
tiquement e´quivalentes a` l’e´quation de Monge-Ampe`re classique hess(f) = 1 en trois
variables et nous donnons une solution explicite relativement “ge´ne´rique” de cette
e´quation. Dans une deuxie`me partie nous adaptons les travaux de Hitchin sur la
ge´ome´trie des 3-formes diffe´rentielles pour les formes effectives. Enfin, dans une troisie`me
partie, nous de´finissons les structures presque Calabi-Yau associe´es aux structures de
Monge-Ampe`re, nous e´tudions leur inte´grabilite´ et nous montrons le the´ore`me 4.13.
Nous e´tudions comme exemple de me´trique de Calabi-Yau non plate, la me´trique de
Stenzel sur T ∗S3.
Cet article constitue une partie de la the`se de l’auteur pre´pare´e a` l’universite´
d’Angers. Je voudrais remercier mon directeur de the`se V. Roubtsov pour m’avoir
sugge´rer et expliquer ce proble`me et pour les tre`s enrichissantes discussions que nous
avons pu avoir. Je remercie mon colle`gue Oleg Lisovyy pour toute l’aide qu’il m’a
apporte´e, notamment dans la construction d’une solution explicite des e´quations de
Chynoweth-Sewell. Je voudrais aussi remercier le Professeur B. Enriquez pour toutes
ses remarques et suggestions.
2. Formes effectives et structures de Monge-Ampe`re
Soit (V,Ω) un espace vectoriel symplectique re´el de dimension 2n. Soit Γ : V → V ∗
l’isomorphisme induit par Ω et XΩ ∈ Λ2(V ∗) l’unique bivecteur tel que Γ∗(XΩ) = Ω,
Γ∗ : Λ∗(V )→ Λ∗(V ∗) e´tant la puissance exte´rieure de Γ 1.
Suivant les notations de ([L]), nous introduisons les ope´rateurs ⊥ : Λk(V ∗) →
Λk−2(V ∗) ω 7→ iXΩ(ω) et ⊤ : Λk(V ∗) → Λk+2(V ∗), ω 7→ ω ∧ Ω. Ces ope´rateurs
ve´rifient : 

[⊥,⊤](ω) = (n− k)ω, ∀ω ∈ Λk(V ∗);
⊥ : Λk(V ∗)→ Λk−2(V ∗) est injective pour k ≥ n+ 1;
⊤ : Λk(V ∗)→ Λk+2(V ∗) est injective pour k ≤ n− 1.
Une k-forme ω est dite effective si ⊥ω = 0. Nous noterons Λkε (V ∗) l’espace des
k-formes effectives. Si k = n, ω est effective si et seulement si ω ∧Ω = 0.
Le the´ore`me suivant explique le roˆle fondamental joue´ par les formes effectives dans
la the´orie des ope´rateurs de Monge-Ampe`re ([L]) :
THEOREME 2.1 (Hodge-Lepage-Lychagin). 1. Toute forme ω ∈ Λk(V ∗) peut
eˆtre de´compose´e de fac¸on unique en une somme finie
Ω = ω0 +⊤ω1 +⊤2ω2 + . . . ,
les formes ωi e´tant toutes effectives.
2. Si deux k-formes effectives s’annulent sur les meˆme sous espaces isotropes de
dimensions k de (V,Ω) alors elles sont proportionnelles.
1on note par Λ∗(V ∗) l’espace des formes exte´rieures sur un espace vectoriel V et Ω∗(X) l’espace
des formes diffe´rentielles sur une varie´te´ lisse X
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Soit Mn une varie´te´ lisse de dimension n. Notons J1M le fibre´ des 1-jets des
fonctions lisses sur M et notons j1(f) : M → J1M , x 7→ [f ]1x la section naturelle
associe´e a` une fonction lisse f . L’ope´rateur de Monge-Ampe`re ∆ω : C
∞(M)→ Ωn(M)
associe´ a` une forme ω ∈ Ωn(J1M) est de´fini par
∆ω(f) = j
1(f)∗(ω).
Soit U la forme de contact sur J1M et X1 le champ de Reeb. Une solution
ge´ne´ralise´e de l’e´quation de Monge-Ampe`re ∆ω = 0 est une sous varie´te´ legendrienne
Ln de (J1M,U) sur laquelle s’annule ω. Si L se projette diffe´omorphiquement sur M
alors L est localement le graphe d’une section j1(f), f e´tant une solution de l’e´quation
diffe´rentielle ∆ω(f) = 0. Soit la distribution de contact x ∈ J1M 7→ C(x) = Ker(Ux).
Remarquons que (C(x), dUx) est un espace vectoriel symplectique de dimension 2n
et que
TxJ
1M = C(x)⊕X1x.
De plus, si L est une sous varie´te´ legendrienne alors TxL est un sous espace lagrangien
de (C(x), dUx).
Soit Ω∗(C∗) l’espace des formes s’annulant le long de X1. En tout point x, l’espace
vectoriel (Ω∗(C∗))x s’identifie naturellement avec Ω∗(C(x)∗). Nous noterons Ω∗ε(C
∗)
l’espace des formes effectives sur (C(x), dUx) en tout point x de J
1M . D’apre`s la
premie`re partie du the´ore`me 2.1, on a
Ω∗ε(C
∗) = Ω∗(J1M)/IC ,
IC e´tant l’ide´al de Cartan engendre´ par U et dU . La seconde partie dit que si deux
formes diffe´rentielles ω et θ sur J1M de´terminent le meˆme ope´rateur de Monge-
Ampe`re alors ω − θ ∈ IC .
Le pseudo-groupe des diffe´omorphismes de contacts sur J1M agit sur ces ope´rateurs
comme suit
F (∆ω) = ∆F∗ω,
et l’action infinite´simale associe´e est
X(∆ω) = ∆LX(ω).
Nous nous inte´resserons ici a` une classe plus restrictive d’ope´rateurs, celles des
ope´rateurs symplectiques, i.e. la classe des ope´rateurs qui ve´rifient
X1(∆ω) = ∆LX1 (ω) = 0.
Ces ope´rateurs correspondent aux e´quations de Monge-Ampe`re Σ = Σ(x, ∂f∂x ,
∂2f
∂x2 ) ⊂
J2M ne de´pendant que des de´rive´e partielles du premier et du deuxie`me ordre de
f . Soit (T ∗M,Ω) le fibre´ cotangent de M muni de sa forme symplectique naturelle
et conside´rons la projection β : J1M → T ∗M de´finie par le diagramme commutatif
suivant :
R J1M
αoo
β
// T ∗M
M
f
aaBBBBBBBBBBBBBBBBB
j1(f)
OO
df
<<yyyyyyyyyyyyyyyyyy
En utilisant β, on peut naturellement identifier l’espace {ω ∈ Ωε(C∗) : LX1ω = 0}
avec l’espace des formes effectives sur (T ∗M,Ω). L’action du groupe de contact sur
les ope´rateurs symplectiques est alors restreinte a` l’action du groupe symplectique sur
T ∗M .
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DEFINITION 2.2. Une structure de Monge-Ampe`re symplectique sur une varie´te´
X2n de dimension 2n est la donne´e d’un couple (Ω, ω), ou` Ω ∈ Ω2(X) est une forme
symplectique sur X et ω ∈ Ωn(X) est une forme diffe´rentielle ve´rifiant
Ω ∧ ω = 0
Remarquons que, d’apre`s le the´ore`me de Darboux, (X2n,Ω) s’identifie localement
avec (T ∗Rn,Ω0). Au couple (Ω, ω) est alors associe´e l’e´quation de Monge-Ampe`re
(symplectique) sur Rn, ∆ω = 0. Et re´ciproquement a` toute e´quation de Monge-
Ampe`re (symplectique) ∆ω = 0 sur une varie´te´ M est associe´e une classe conforme
de structures de Monge-Ampe`re (symplectiques) (Ω, ω) sur T ∗M .
EXEMPLE 2.3. Un exemple d’e´quation de Monge-Ampe`re a` coefficients constant
est celui des e´quations de Chynoweth-Sewell ([CS]) issues du “mode`le semi-ge´ostro-
phique” :
∂2f
∂x2
∂2f
∂y2
− ( ∂
2f
∂x∂y
)2 +
∂2f
∂z2
= γ, γ ∈ R(4)
L’e´quation initiale de Chynoweth-Sewell correspond au cas γ = 0. Remarquons que
si F (x, y) est une solution de hess(F ) = 1 alors F (x, y) − 12z2 est une solution de
l’e´quation de Chynoweth-Sewell. Ainsi, par exemple
1
3
√
(x2 + 2y)3 − 1
2
z2
est une de solution re´gulie`re de (4) quand γ = 0.
La forme effective associe´e a` (4) s’e´crit dans le syste`me de coordonne´es symplec-
tique (x, y, z, p, q, h) de T ∗R3,
ω = dp ∧ dq ∧ dz + dx ∧ dy ∧ dh− γdx ∧ dy ∧ dz.
ω est clairement la somme de deux formes de´composables :
ω = dp ∧ dq ∧ dz + dx ∧ dy ∧ (dh− γdz)
Soit alors le changement de variable symplectique
φ(x, y, z, p, q, h) = (x, y, h, p, q, γh− z).
L’image par φ de ω est
φ∗(ω) = dp ∧ dq ∧ dh− dx ∧ dy ∧ dz.
Autrement dit, les e´quations de Chynoweth-Sewell se rapportent toutes a` l’e´quation
de Monge-Ampe`re classique
hess(f) = 1(5)
Lorsque n est impair, un exemple de solution re´gulie`re de hess(f) = 1 est
f(x1, . . . , xn) = 2
∫ √ ∑
i<j
xixj
a
(b+
ξn
n− 1)
1
n dξ,
ou` a et b sont des constantes. En particulier pour n = 3,
f(x, y, z) =
∫ √xy+yz+zx
a
(b+ 4ξ3)1/3dξ,
est une solution re´gulie`re de (5). De`s lors un exemple de solution ge´ne´ralise´e de (4)
est
L = {(x, y, (x+ y)α, (y + z)α, (z + x)α, γ(x + y)α− z)},
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avec
α =
1
2
(
b
(xy + yz + zx)
3
2
+ 4)
1
3
3. Ge´ome´trie des 3-formes effectives en dimension 6
3.1. Action de SL(6,R) sur Λ3(R6).
Nous rappelons ici brie`vement les re´sultats de Hitchin sur la ge´ome´trie des 3-formes
exte´rieures en dimension 6 ([Hi]). Soit V un espace vectoriel re´el de dimension 6
et Λk(V ∗) l’espace des k-formes exte´rieures sur V . Fixons θ ∈ Λ6(V ∗) une forme
volume sur V . Notons A : Λ5(V ∗)→ V ⊗Λ6(V ∗) l’isomorphisme induit par le produit
exte´rieur et soit pour ω ∈ Λ3(V ∗) l’endomorphisme Kω : V → V de´fini par
Kω(X)θ = A(iXω ∧ ω).
DEFINITION 3.1. Le pfaffien de Hitchin d’une 3-forme ω ∈ Λ3(V ∗) est
λθ(ω) =
1
6
Tr(K2ω).
Une 3-forme ω est dite non de´ge´ne´re´e si et seulement si λθ(ω) est non nul.
PROPOSITION 3.2 (Hitchin). Soit ω ∈ Λ3(V ∗) de pfaffien λθ(ω) non nul.
1. K2ω = λθ(ω)Id.
2. λθ(ω) > 0 si et seulement si ω = α + β ou` α et β sont des formes re´elles
de´composables sur V . De plus si on impose α∧βθ > 0 alors α et β sont unique-
ment de´termine´es : {
2α = ω + |λθ(ω)|− 32K∗ω(ω)
2β = ω − |λθ(ω)|− 32K∗ω(ω)
3. λθ(ω) < 0 si et seulement si ω = α + α ou` α ∈ Λ3(V ∗ ⊗ C) est une forme
complexe de´composable sur V . Si l’on impose de plus que α∧αiθ > 0 alors α est
uniquement de´termine´e :
α = ω + i|λθ(ω)|− 32K∗ω(ω).
REMARQUE 3.3. Fixons une base (e1, . . . , e6) de V et notons (e
∗
1, . . . , e
∗
6) sa base
duale.
1. λθ(ω) > 0 si et seulement si ω est dans la GL(V )-orbite de
e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 + e∗4 ∧ e∗5 ∧ e∗6.
2. λθ(ω) < 0 si et seulement si ω est dans la GL(V )-orbite de
(e∗1 + ie
∗
4) ∧ (e∗2 + ie∗5) ∧ (e∗3 + ie∗6) + (e∗1 − ie∗4) ∧ (e∗2 − ie∗5) ∧ (e∗3 − ie∗6).
L’action de GL(V ) sur Λ3(V ∗) a` ainsi deux orbites ouvertes se´pare´es par l’hyper-
surface λθ = 0. Ceci justifie la terminologie de ”3-forme non de´ge´ne´re´e en dimension
6”.
L’unicite´ de la de´composition en somme de deux formes de´composables (a` choix
d’orientation pre`s) permet d’associer une forme duale ωˆ a` toute forme non de´ge´ne´re´e
ω :
DEFINITION 3.4 (Hitchin). 1. Si λθ(ω) > 0 et ω = α+ β alors ωˆ = α− β.
2. Si λθ(ω) < 0 et ω = α+ α alors ωˆ = i(α− α).
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Notons enfin que le produit exte´rieur de´finit une structure symplectique Θ sur
Λ3(V ∗)
Θ(ω, ω′)θ = ω ∧ ω′,
pour laquelle l’action de SL(6,R) est hamiltonienne.
PROPOSITION 3.5 (Hitchin). L’action de SL(6,R) sur (Λ3(V ∗),Θ) est hamil-
tonienne d’application moment K : Λ3(V ∗)→ sl(6,R).
3.2. Action de Sp(6) sur Λε(R
6).
Supposons maintenant que V est muni d’une forme symplectique Ω. Nous fixons
la forme volume θ = −Ω36 et nous noterons λ(ω) = λθ(ω) le pfaffien associe´ a` une
3-forme ω. Nous dirons qu’une base (e1, e2, e3, f1, f2, f3) est symplectique si
Ω = e∗1 ∧ f∗1 + e∗2 ∧ f∗2 + e∗3 ∧ f∗3 .
Une 3-forme ω sur V est effective si
ω ∧ Ω = 0.
Nous noterons Λ3ε(V
∗) l’espace des 3-formes effectives sur V . (Λ3ε(V
∗),Θ) est un sous
espace symplectique (de dimension 14) de (Λ3(V ∗),Θ) puisque, d’apre`s 2.1 toute 3-
forme ω sur V peut s’e´crire
ω = ω0 + ω1 ∧ Ω,
avec ω0 effective.
LEMME 3.6. ω ∈ Λ3(V ∗) est effective si et seulement si Kω ∈ sp(6) ou` sp(6) est
l’alge`bre de Lie du groupe symplectique Sp(6) = Sp(Ω).
De´monstration. Dans une base symplectique (e1, e2, e3, f1, f2, f3), Kω s’e´crit
Kω(X)θ =
3∑
j=1
(iXω ∧ ω ∧ e∗j)⊗ ej +
3∑
j=1
(iXω ∧ ω ∧ f∗j )⊗ fj.
Ainsi, si on note Kω =
(
A B
C D
)
, on a


Ajkθ = iejω ∧ ω ∧ e∗k
Bjkθ = ifjω ∧ ω ∧ e∗k
Cjkθ = iejω ∧ ω ∧ f∗k
Djkθ = ifjω ∧ ω ∧ f∗k
Or ω est effective si et seulement si les relations suivantes sont ve´rifie´es pour k = 1, 2, 3,{
iekω ∧ Ω = ω ∧ iekΩ = ω ∧ f∗k
ifkω ∧ Ω = ω ∧ ifkΩ = −ω ∧ e∗k
et donc ω est effective si et seulement si D = −At, Bt = B et Ct = C i.e. si et
seulement si Kω ∈ sp(6).
COROLLAIRE 3.7. L’action de Sp(6) sur (Λ3ε(V
∗),Θ) est hamiltonienne d’appli-
cation moment K : Λ3ε(V
∗)→ sp(6).
Dans [LR2] Lychagin et Roubtsov ont associe´ a` chaque forme effective ω ∈ Λ3ε(V ∗)
un invariant symplectique qω ∈ S2(V ∗) de´fini par
qω(X) = −1
4
⊥2(iXω ∧ iXω).
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Cette invariant mesure en fait les racines du polynoˆme caracte´ristique de ω :
(iXω − ξΩ)3 = −ξ(ξ −
√
|qω(X)|)(ξ +
√
|qω(X)|)Ω3.
A partir de cet invariant ils ont e´tabli une classification des diffe´rentes orbites de
l’action de Sp(6) sur Λ3ε(V
∗). Cette classification a e´te´ affine´e dans [Ba] et est re´sume´e
dans le tableau 1.
ω qω λ(ω)
1. e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 + γf∗1 ∧ f∗2 ∧ f∗3 , γ 6= 0 γ2 (e∗1f∗1 + e∗2f∗2 + e∗3f∗3 ) γ4
2. f∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 + f∗2 ∧ e∗1 ∧ e∗3 (e∗1)2 − (e∗2)2 + (e∗3)2 −4γ4
+f∗3 ∧ e∗1 ∧ e∗2 + γ2f∗1 ∧ f∗2 ∧ f∗3 , γ 6= 0 +γ2((f∗1 )2 − (f∗2 )2 + (f∗3 )2)
3. f∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 − f∗2 ∧ e∗1 ∧ e∗3 −(e∗1)2 − (e∗2)2 − (e∗3)2 −4γ4
+f∗3 ∧ e∗1 ∧ e∗2 − γ2f∗1 ∧ f∗2 ∧ f∗3 , γ 6= 0 +γ2(−(f∗1 )2 − (f∗2 )2 − (f∗3 )2)
4. f∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 + f∗2 ∧ e∗1 ∧ e∗3 + f∗3 ∧ e∗1 ∧ e∗2 (e∗1)2 − (e∗2)2 + (e∗3)2 0
5. f∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 − f∗2 ∧ e∗1 ∧ e∗3 + f∗3 ∧ e∗1 ∧ e∗2 −(e∗1)2 − (e∗2)2 − (e∗3)2 0
6. f∗3 ∧ e∗1 ∧ e∗2 + f∗2 ∧ e∗1 ∧ e∗3 (e∗1)2 0
7. f∗3 ∧ e∗1 ∧ e∗2 − f∗2 ∧ e∗1 ∧ e∗3 −(e∗1)2 0
8. e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 0 0
9. 0 0 0
Tab. 1. Classification des 3-formes effectives en dimension 6
Les invariants qω et Kω se de´duisent en fait l’un de l’autre, via la forme symplec-
tique Ω.
PROPOSITION 3.8. Soit ω ∈ Λ3ε(V ∗). Pour tout X,Y ∈ V on a
Ω(KωX,Y ) = qω(X,Y ).
De´monstration. Un calcul direct nous permet de ve´rifier que le re´sultat est vrai pour
chacune des formes du tableau 1. De plus pour tout symplectomorphisme F sur V on
a {
qF∗ω = F
tqωF
KF∗ω = F
−1KωF
Le re´sultat est donc vrai pour toute forme.
REMARQUE 3.9. Puisque dqω = qω, 3.8 s’e´nonce
Kω = Xqω ,
i.e. Kω est le champ hamiltonien associe´ a` l’hamiltonien qω. Autrement dit modulo
l’identification des alge`bres de Lie (sp(6), [, ]) et (S2(6), {, }) (ou` {, } est le crochet de
Poisson sur V associe´ a` Ω), qω est l’application moment associe´e a` l’action hamil-
tonienne de Sp(6). Les diffe´rentes orbites de cette action sont les diffe´rents niveaux
de moment a` conjugaison pre`s.
4. Structures de Monge-Ampe`re non de´ge´ne´re´es et structures
ge´ome´triques associe´es.
DEFINITION 4.1. Une structure de Monge-Ampe`re (Ω, ω0) sur une varie´te´ X
6 de
dimension 6 est dite
1. elliptique si λ(ω0) < 0,
2. hyperbolique si λ(ω0) > 0.
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DEFINITION 4.2. Une structure de Monge-Ampe`re (Ω, ω0) sur une varie´te´ X
6 de
dimension 6 est dite ferme´e si la forme normalise´e
ω =
ω0
4
√
|λ(ω0)|
.
ve´rifie
dω = dωˆ = 0
4.1. Structures elliptiques.
DEFINITION 4.3. Une structure presque (pseudo) Calabi-Yau sur une varie´te´ re´-
elle X6 est la donne´e
1. d’une structure presque (pseudo) Ka¨hler (q, I,Ω) sur X : Ω est une 2-forme non
de´ge´ne´re´e et ferme´e, I est une structure presque complexe telle I∗Ω = Ω et q
est la me´trique (e´ventuellement inde´finie) q = Ω(I., .) ;
2. d’une forme diffe´rentielle complexe α de type (3, 0) sur X telle que
Ω3 = −3i
4
α ∧ α.
Une structure presque (pseudo) Calabi-Yau (q, I,Ω, α) est une structure (pseudo)
Calabi-Yau si la structure presque complexe I est inte´grable et si la forme α est holo-
morphe pour cette structure complexe.
DEFINITION 4.4. Soit (Ω, ω0) une structure de Monge-Ampe`re elliptique sur une
varie´te´ X de dimension 6. Soit ω la forme normalise´e
ω =
ω0
4
√
|λ(ω0)|
.
La structure presque (pseudo) Calabi-Yau associe´e a` la classe conforme (Ω, ω0) est
(qω,Kω,Ω, α) avec
α =
4
3
(ω + iK∗ω(ω)).
EXEMPLE 4.5. La structure ge´ome´trique sur T ∗R3 associe´e a` l’e´quation spe´ciale
lagrangienne
hess(f)−∆f = 0
est la structure de Calabi-Yau classique (q, I,Ω, α) avec :

q = −
3∑
j=1
dxj .dxj + dyj .dyj
I =
3∑
j=1
∂
∂yj
⊗ dxj − ∂∂xj ⊗ dyj
Ω =
3∑
j=1
dxj ∧ dyj
α = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3
De manie`re similaire, la structure ge´ome´trique associe´e a` l’e´quation pseudo spe´ciale
lagrangienne
hess(f) +f = 0
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est la structure pseudo Calabi-Yau (q−, I−,Ω, α) avec :

q− = dx1.dx1 − dx2.dx2 + dx3.dx3 + dy1.dy1 − dy2.dy2 + dx3.dx3
I− = − ∂∂y1 ⊗ dx1 + ∂∂x1 ⊗ dy1 + ∂∂y2 ⊗ dx2 − ∂∂x2 ⊗ dy2 − ∂∂y3 ⊗ dx3 + ∂∂x3 ⊗ dy3
Ω =
3∑
j=1
dxj ∧ dyj
α = dz1 ∧ dz2 ∧ dz3
Ces deux structures sont les seuls exemples associe´s a` des e´quations de Monge-Ampe`re
elliptiques a` coefficients constants, puisque, d’apre`s le tableau 1, il n’y a que deux telles
e´quations sur R6.
Remarquons qu’a` toute structure presque Calabi-Yau (q, I,Ω, α) est associe´e la
structure elliptique (Ω, Re(α))). Il y a ainsi une correspondance entre les structures
presques (pseudo) Calabi-Yau et les classes conformes de structures de Monge-Ampe`re
elliptiques.
PROPOSITION 4.6. La structure presque Calabi-Yau associe´e a` une structure de
Monge-Ampe`re elliptique est une structure de Calabi-Yau si et seulement si celle-ci
est ferme´e au sens de la de´finition 4.2.
De´monstration. Soit (Ω, ω) une structure de Monge-Ampe`re telle que λ(ω) = 1. Soit
I = Kω la structure presque complexe associe´e et α =
1
2 (ω+ iI
∗ω) la forme complexe
de type (n, 0) associe´e.
Si (qω, I,Ω, α) est une structure de Calabi-Yau alors α est holomorphe donc dα = 0
et de la meˆme fac¸on, dα = 0. Donc dω = dωˆ = 0.
Re´ciproquement supposons que dω = dωˆ = 0. Alors dα = dαˆ = 0. Soit sur TX⊗C
la distribution C : x 7→ {X : iXαx = 0}. Une 1-forme ξ s’annule sur C si et seulement
ξ∧α = 0 et donc si ξ s’annule sur C alors dξ∧α = 0. D’apre`s le the´ore`me de Frobenius,
la distribution C est inte´grable et donc, d’apre`s le the´ore`me de Newlander-Nirenberg,
I est inte´grable.
4.2. Structures hyperboliques.
Par analogie avec le cas elliptique, le cas hyperbolique est associe´ a` une structure
re´elle (ou produit) qui est l’analogue des structures de Calabi-Yau. Ceci nous conduit
a` poser la de´finition suivante.
DEFINITION 4.7. Une structure presque pseudo Calabi-Yau re´elle sur une varie´te´
re´elle de dimension 6 est la donne´e
1. d’une structure pseudo Ka¨hler hyperbolique (q, S,Ω) : Ω est une 2-forme non
de´ge´ne´re´e et ferme´e, S est une structure presque produit (S2 = Id) telle que
S∗Ω = −Ω et q = Ω(S., .) est une me´trique de signature (3, 3) ;
2. de deux formes de´composables α et β dont les distributions associe´es sont les
distributions des vecteurs propres de S et telles que
α ∧ β = −Ω
3
6
Une structure presque pseudo Calabi-Yau re´elle est une structure pseudo Calabi-Yau
re´elle si S est inte´grable et si α et β sont ferme´es.
REMARQUE 4.8. Ces varie´te´s sont l’analogue des “varie´te´s de Monge-Ampe`re”
au sens de Kontsevich et Soibelman ([KS]). Une varie´te´ de Monge-Ampe`re est pour
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eux une varie´te´ riemannienne affine (M, g) telle que localement la me´trique s’e´crit
g =
∑
i,j
∂2K
∂xi∂xj
dxi.dxj ,
ou` K est une fonction lisse ve´rifiant
det(
∂2K
∂xi∂xj
) = constant.
Comme on le verra plus loin, dans le cas des varie´te´s de Calabi-Yau re´elles, on a un
tel potentiel K et la me´trique s’e´crit
g =
∑
i,j
∂2K
∂xi∂yj
dxi.dyj .
avec
det(
∂2K
∂xi∂yj
) = constant.
DEFINITION 4.9. Soit (Ω, ω0) une structure de Monge-Ampe`re hyperbolique sur
une varie´te´ X de dimension 6. Soit ω la forme normalise´e
ω =
ω0
4
√
λ(ω0)
.
La structure presque pseudo Calabi-Yau associe´e a` la classe conforme (Ω, ω0) est
(qω,Kω,Ω, α, β) avec
α =
1
2
(ω +K∗ω(ω))
et
β =
1
2
(ω −K∗ω(ω)).
EXEMPLE 4.10. La structure (pseudo) Calabi-Yau re´elle associe´e a` l’e´quation de
Monge-Ampe`re classique
hess(f) = 1
est la structure (q, S,Ω, α, β) avec :

q =
3∑
j=1
dxj .dyj
S =
3∑
j=1
∂
∂xj
⊗ dxj − ∂∂yj ⊗ dyj
Ω =
3∑
j=1
dxj ∧ dyj
α = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, β = dy1 ∧ dy2 ∧ dy3
De fac¸on tout a` fait similaire au cas elliptique on a la proposition
PROPOSITION 4.11. La structure presque pseudo Calabi-Yau re´elle associe´e a`
une structure de Monge-Ampe`re hyperbolique est une structure pseudo Calabi-Yau
re´elle si et seulement si celle-ci est ferme´e au sens de la de´finition 4.2.
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4.3. Structures de Monge-Ampe`re non de´ge´ne´re´es localement constantes
sur R6.
DEFINITION 4.12. Une structure de Monge-Ampe`re (Ω, ω) sur une varie´te´ X
est dite localement constante si au voisinage de tout point il existe un syste`me de
coordonne´es de Darboux de (X,Ω) dans lequel ω est a` coefficients constants
D’apre`s 1, une structure de Monge-Ampe`re non de´ge´ne´re´e localement constante
est associe´e a` une e´quation diffe´rentielle qui modulo un changement de variable sym-
plectique a l’une des trois formes suivantes :

hess(f) = γ, γ 6= 0
∆f − γ hess(f) = 0, γ 6= 0
f + γ hess(f) = 0, γ 6= 0
THEOREME 4.13. Soit (Ω, ω0) une structure de Monge-Ampe`re locale non de´ge´-
ne´re´e sur une varie´te´ re´elle de dimension 6 N6. Soit la forme normalise´e associe´e a`
ω0
ω =
ω0
4
√
|λ(ω0)|
.
(Ω, ω) est localement constante si et seulement si{
dω = dωˆ = 0
R(qω) = 0
ou` R(qω) est le tenseur de courbure de la (pseudo) me´trique qω associe´ a` ω.
De´monstration. Cas hyperbolique : λ(ω) = 1
Si ω = du1∧du2∧du3+dv1∧dv2∧dv3 dans un syste`me de coordonne´es symplectique
(u, v) alors ωˆ = du1 ∧ du2 ∧ du3 − dv1 ∧ dv2 ∧ dv3. Donc dω = dωˆ = 0. De plus :{
Kω(
∂
∂uj
) = ∂∂uj j = 1, 2, 3
Kω(
∂
∂vj
) = − ∂∂vj j = 1, 2, 3
et donc qω =
3∑
j=1
duj .dvj : qω est plate.
Re´ciproquement supposons que dω = dωˆ = 0 et R(qω) = 0. Le proble`me e´tant
local on peut supposer que l’on se trouve au voisinage de a0 = (0, 0) dans N = R
6.
Soit α et β les uniques formes de´composables telles que

ω = α+ β
ωˆ = α− β
α ∧ β = − 16Ω3
Puisque ω et ωˆ sont ferme´es, S = Kω est inte´grable et α et β sont ferme´es. Il existe
alors un syste`me de coordonne´es (x, y) de N dans lequel{
ω = f(x, y)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + dy1 ∧ dy2 ∧ dy3
ωˆ = g(x, y)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − dy1 ∧ dy2 ∧ dy3
Mais α et β sont ferme´es et α ∧ β est constante donc f et g sont des constantes que
l’on peut supposer e´gales a` 1. Kω s’e´crit alors :{
Kω(
∂
∂xi
) = ∂∂xi
Kω(
∂
∂yi
) = − ∂∂yi
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La forme ω est effective et en tout point a, ωˆa = K
∗
ωaωa donc ωˆ est effective puisque
en tout point a K∗ωaΩa = −Ωa. De`s lors α et β sont effectives. Autrement dit en tout
point a, Eα(a) = Ker(αa) et Eβ(a) = Ker(βa) sont deux sous espaces lagrangiens de
(TaN,Ωa). En effet si X et Y ∈ Eα(a) par exemple :
0 = iX∧Y (Ω ∧ α) = Ω(X,Y )α
De`s lors :
Ω =
3∑
i,j=1
aijdxi ∧ dyj
Or Ω est ferme´e. Donc {
∂aij
∂xk
=
∂akj
∂xi
∂aij
∂yk
= ∂aik∂yj
De´finissons pour j = 1, 2, 3 les fonctions
φj(x, y) =
∫ x1
0
a1j(t, x2, x3, y)dt+
∫ x2
0
a2j(0, t, x3, y)dt+
∫ x3
0
a3j(0, 0, t, y)dt
Pour i = 1, 2, 3 on a
∂φj
∂xi
= aij . De plus :
∂φj
∂yk
=
∂φk
∂yj
donc il existe une fonction lisse φ sur R6 telle que φj =
∂φ
∂yj
et aij =
∂2φ
∂xi∂yj
. Finale-
ment : 

Ω =
∑
i,j
∂2φ
∂xi∂yj
dxi ∧ dyj
qω =
∑
i,j
∂2φ
∂xi∂yj
dxi.dyj
Utilisons maintenant le fait que qω est plate. Soit Γ
j
jk les symboles de Christoffels de
la connexion de Levi-Civita ∇ = ∇ω dans les coordonne´es (x, y). Soit pour j = 1 . . . 6
la matrice
Γj = (Γ
l
jk)
6
j,k=1
On ve´rifie facilement que pour j = 1, 2, 3 :

Γj =
(
∂A
∂xj
A−1 0
0 0
)
Γj+3 =
(
0 0
0 (A−1 ∂A∂yj )
t
)
avec Ajk =
∂2φ
∂xj∂yk
.
Posons Cj =
∂A
∂xj
A−1 et Dj = A−1 ∂A∂yj pour j = 1, 2, 3. De R = 0 il vient pour
j, k = 1, 2, 3 : {
∂Cj
∂yk
= 0
∂Cj
∂xk
− ∂Ck∂xj + [Cj , Ck] = 0
et {
∂Dj
∂xi
= 0
∂Di
∂yj
− ∂Dj∂yi + [Di, Dj]
Soit G = G(x) une solution du syste`me diffe´rentiel
∂G
∂xj
G−1 = Cj , j = 1, 2, 3
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(une telle solution existe toujours, c.f. lemme 5.1). On a alors pour j = 1, 2, 3 :
∂A−1G
∂xj
=
∂A−1
∂xj
G+A−1
∂G
∂xj
= −A−1 ∂A
∂xj
A−1G+A−1
∂G
∂xj
= −A−1CjG+A−1CjG
= 0
et donc :
A(x, y) = G(x)F (y)
Notons Gj(x) = (Gj1(x), Gj2(x), Gj3(x)) et Fj(y) = (F1j(y), F2j(y), F3j(y)) pour
j = 1, 2, 3. De ∂
3φ
∂xj∂xk∂ylφ
= ∂
3φ
∂xk∂xj∂yl
il vient
<
∂Gj
∂xk
− ∂Gk
∂xj
, Fl >= 0
et donc
∂Gj
∂xk
= ∂Gk∂xj : il existe des fonctions u1(x), u2(x), u3(x) telles que
Gj = (
∂uj
∂x1
,
∂uj
∂x2
,
∂uj
∂x3
)
et de la meˆme fac¸on il existe des fonctions v1(y), v2(y), v3(y) telles que
Fj = (
∂vj
∂y1
,
∂vj
∂y2
,
∂vj
∂y3
)
De`s lors dans le syste`me de coordonne´es (u, v) on a{
Ω = du1 ∧ dv1 + du2 ∧ dv2 + du3 ∧ dv3
ω = r(u)du1 ∧ du2 ∧ du3 + s(v)dv1 ∧ dv2 ∧ dv3
Mais ω ∧ ωˆ = − 16Ω3 donc r et s sont constantes et inverses l’une de l’autre. Quitte a`
remplacer u1 par ru1 et v1 par
1
r v1 on obtient le re´sultat souhaite´.
Cas elliptique de´fini ne´gatif : λ = 1, s(qω) = (0, 6)
La de´monstration est analogue a` la pre´ce´dente en remplac¸ant les coordonne´es
re´elles (x, y) par les coordonne´es complexes (z, z) :
Si {
ω = Re(idz1 ∧ dz2 ∧ dz3)
Ω = i2 (dz1 ∧ dz1 + dz2 ∧ dz2 + dz3 ∧ dz3)
alors dω = dωˆ = 0 et qω =
3∑
j=1
dzj .dzj est plate.
Re´ciproquement supposons que dω = dωˆ = 0 et R(qω) = 0. Comme pre´ce´mment
le fait que ω = α + α et ωˆ soient ferme´es implique que la structure complexe Kω
est inte´grable. Il existe un syste`me de coordonne´es (z1, z2, z3) de N dans laquelle
α = idz1 ∧ dz2 ∧ dz3. De plus (qω,Kω,Ω) est une structure de Ka¨hler donc il existe
un potentiel de Ka¨hler φ tel que
Ω = i∂∂φ = i
3∑
j,k=1
∂2φ
∂zj∂zk
dzj ∧ dzk
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De R(qω) = 0 on de´duit que la matrice A = (
∂2φ
∂zj∂zk
) s’e´crit ne´cessairement
A(z, z) = G(z)F (z)
Mais A
t
= A donc F
t
= GF (G
t
)−1. Or F et G sont holomorphes et F (G
t
)−1 est
antiholomorphe donc constante :
A(z, z) = H(z)H
t
(z)
et donc ne´cessairement il existe des fonctions holomorphes u1(z), u2(z), u3(z) telles
que
∂2φ
∂zj∂zk
=
3∑
l=1
∂ul
∂zj
.
∂ul
∂zk
De`s lors dans le syste`me de coordonne´es complexes (u1, u2, u3) on a le re´sultat voulu.
Cas elliptique inde´fini : λ(ω) = 1, s(qω) = (4, 2)
On remarque que la structure de Monge-Ampe`re pseudo-Ka¨hler se de´duit de la
structure de Monge-Ampe`re Ka¨hler par le changement de variable ξ : z2 7→ z2. (Ω, ω)
est alors localement constante si et seulement si (ξ∗Ω, ξ∗ω) est localement constante.
Nous pouvons re´sumer la correspondance entre structures (pseudo) Calabi-Yau et
classes conformes de structures de Monge-Ampe`re elliptiques dans le tableau 2 :
presque (pseudo) CY MA elliptique
(pseudo) CY MA elliptique ferme´
(pseudo) CY plat MA elliptique localement constant
Tab. 2. Correspondance entre structures de Calabi-Yau et structures
de Monge-Ampe`re elliptiques
EXEMPLE 4.14. Il existe peu d’exemples explicites de structures de Calabi-Yau.
Le premier exemple non trivial est l’exemple des me´triques de Stenzel sur T ∗Sn ([St])
comme l’explique Miche`le Audin dans son cours Lagrangian submanifold ([A]). C’est
un exemple de structure de Calabi-Yau non plate, aussi l’e´quation spe´ciale lagrangi-
enne associe´e n’est pas l’e´quation spe´ciale lagrangienne classique.
T ∗Sn = {(u, v) ∈ Rn+1 × Rn+1 : ‖u‖ = 1, < u, v >= 0} s’identifie a` la quadrique
affine complexe Qn = {z ∈ Cn+1 : z21 + . . .+ z2n+1 = 1} via l’isomorphisme
ξ(x+ iy) = (
x√
1 + ‖y‖2 , y)
La forme holomorphe sur Qn peut eˆtre de´finie par :
αz(Z1, . . . , Zn) = detC(z, Z1, . . . , Zn)
Ainsi par exemple dans l’ouvert de carte zn+1 6= 0,
α =
(−1)n
zn+1
dz1 ∧ . . . ∧ dzn
La forme de Ka¨hler Ω = i∂∂¯φ est de´finie a` partir du potentiel de Ka¨hler φ = f(τ) ou`
τ est la restriction a` Qn de |z1|2+ . . .+ |z2n et f est solution de l’e´quation diffe´rentielle
ordinaire
x(f ′)n + f ′′(f ′)n−1(x2 − 1) = c > 0
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Inte´ressons nous au cas n = 3. Pour associer a` une structure de Monge-Ampe`re
une e´quation “explicite” il faut de´terminer tout d’abord un syste`me de coordonne´es
de Darboux. Remarquons pour cela que
Ω = −dIm∂φ = d{f ′(τ)
4∑
k=1
xkdyk − ykdxk} = −2d{f ′(τ)
4∑
k=1
ykdxk},
puisque sur Q3,
∑
xkdyk +
∑
ykdxk = 0. De`s lors dans les coordonne´es (u, v) de
T ∗S3 on a :
Ω = −2d{f ′(2 + 2‖v‖2)
√
1 + ‖v‖2
4∑
k=1
vkduk}.
De plus sur l’ouvert de carte u4 6= 0,du4 = − 1u4
3∑
k=1
ukduk et donc Ω =
3∑
k=1
dwk ∧ duk
avec
wk = 2
f ′(2 + 2‖v‖2)
√
1 + ‖v‖2
u4
(ukv4 − vku4).
Notons ψ l’application (u,w) 7→ (x+ iy). L’e´quation spe´ciale lagrangienne de Stenzel
peut s’e´crire
(ψ ◦ df)∗ω = 0.
5. Annexe
LEMME 5.1. Soit C1, C2, C3 des matrices carre´es a` coefficients lisses au voisinage
de 0 sur R3 telles que
∂Ci
∂xj
− ∂Cj
∂xi
+ [Ci, Cj ] = 0
Alors il existe toujours une solution G = G(x1, x2, x3) solution du syste`me diffe´rentiel

∂G
∂x1
G−1 = C1
∂G
∂x2
G−1 = C2
∂G
∂x3
G−1 = C3
De´monstration. Soit X(x1, x2, x3) l’unique solution de
∂G
∂x1
G−1 = C1(6)
avec X(0, x2, x3) = Id. Pour n’importe quelle matrice Y (x2, x3), XY est encore so-
lution de (6). Nous allons montrer que l’on peut choisir Y (x2, x3) telle que XY soit
solution du syste`me.
XY est solution du syste`me si et seulement si{
∂Y
∂x2
Y −1 = X−1(C2X − ∂X∂x2 )
∂Y
∂x3
Y −1 = X−1(C3X − ∂X∂x3 )
(7)
Posons C′2 = X
−1(C2X − ∂X∂x2 ) et C′3 = X−1(C3X − ∂X∂x3 ). On ve´rifie sans peine
que 

∂C′
2
∂x1
= 0
∂C′
3
∂x1
= 0
∂C′
2
∂x3
− ∂C′3∂x2 + [C′2, C′3] = 0
Soit alors Y˜ (x2, x3) l’unique solution de
∂Y˜
∂x2
Y˜ −1 = C′2(8)
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telle que Y˜ (0, x3) = Id. Y˜ (x2, x3)Z(x3) est solution de (7) si et seulement si Z(x3)
est solution de
∂Z
∂x3
Z−1 = C”3(9)
avec C”3 = Y˜
−1(C′3Y˜ − ∂Y˜∂x3 ). Or on ve´rifie que
∂C”3
∂x2
= 0
Donc il existe un unique Z(x3) solution de (9) tel que Z(0) = Id. Une solution du
syste`me initial est alors :
G(x1, x2, x3) = X(x1, x2, x3)Y˜ (x2, x3)Z(x3)
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